
MAT 102 Çal¬̧sma Sorular¬

1) Aşa¼g¬daki integralleri hesaplay¬n¬z.

a)
Z
tan3 x secxdx

b)

2�Z
0

cos2 4xdx

c)
Z

x+2
x2+2dx

d)
Z

1p
2�2x�x2 dx

e)
Z

(ln x)2

17x dx

f)
Z
sec3 xdx

g)
Z
e2x cos 3xdx

h)
R 5
2

p
1 + x4x7dx

¬)
R 3p3=2
0

z3

(4z2+9)3=2
dz

j)
R

cos �
1+sin �d�

k)
R

x4

x4�1dx

m)
R 5
2

p
1 + x4x7dx

n)
R

x4

x4�1dx

Çözümler:

a)
Z
tan3 x secxdx =

Z �
sec2 x� 1

�
tanx secxdx = I

�
sec x=u

tan x sec xdx=du

�
=) I =

Z �
u2 � 1

�
du = u3

3 � u+ c =
sec3 x
3 � secx+ c

b)

2�Z
0

cos2 4xdx = I

cos2 4x = 1+cos 8x
2 =) I =

2�Z
0

1+cos 8x
2 dx = x

2 +
sin 8x
16 j2�0 = �

c)
Z

x+2
x2+2dx =

Z
x

x2+2dx+

Z
2

x2+2dx = I1 + I2 = I

1



�
x2+2=u
2xdx=du

�
=) I1 =

Z
1
2udu =

1
2 ln

�
x2 + 2

�
, I2 =

Z
1�

xp
2

�2
+1
dx =

p
2 arctan xp

2

=) I = 1
2 ln

�
x2 + 2

�
+
p
2 arctan xp

2
+ c

d)
Z

1p
2�2x�x2 dx =

Z
1pp

3
2�(x+1)2

dx = I

� x+1=p3 sinu
dx=

p
3 cosudu

�
=) I =

Z
secup
3

p
3 cosudu =

Z
du = arcsin

�
x+1p
3

�
+ c

e)
Z

(ln x)2

17x dx = I

�
ln x=u
1
xdx=du

�
=) I = 1

17

Z
u2du = u3

51 + c =
(ln x)3

51 + c

f)
Z
sec3 xdx =

Z
secx sec2 xdx = I

�
sec x=u, sec2 xdx=dv

tan x sec xdx=du, tan x=v

�
=) I = secx tanx�

Z
tan2 x secxdx = secx tanx�Z �

sec2 x� 1
�
secxdx = secx tanx�

Z
sec3 xdx+

Z
secxdx

=) I = secx tanx�I+ln jsecx+ tanxj+c =) I = sec x tan x+lnjsec x+tan xj
2 +

c

g)
Z
e2x cos 3xdx = I

� cos 3x=u; e2xdx=dv

�3 sin 3xdx=du; e2x

2 =v

�
=) I = e2x cos 3x

2 + 3
2

Z
e2x sin 3xdx

� sin 3x=u; e2xdx=dv

3 cos 3xdx=du; e2x

2 =v

�
=) I = e2x cos 3x

2 + 3
2

�
sin 3xe2x

2 � 3
2

Z
e2x cos 3xdx

�
=) I = e2x cos 3x

2 + 3e2x sin 3x
4 � 9

4I + c =) I = 2e2x cos 3x
13 + 3e2x sin 3x

13 + c

h) u=x4 ise du=4x3dx olur. Yeni integral s¬n¬rlar¬ise
u=16 ve u=625 olur. O halde:

I =
R 5
2

p
1 + x4x7dx = 1

4

R 625
16

u
p
1 + udu

Şimdi s= u+1 ise ds=du olur. Yeni integral s¬n¬rlar¬
s=17 ve s= 626 olur. O halde:

I = 1
4

R 626
17
(s� 1)

p
sds = 1

4

R 626
17

s3=2ds� 1
4

R 626
17

s1=2ds

= s5=2

10 j
626
17 � s3=2

6 j
626
17

= 1
10 (391876

p
626 + 1

6 (17
p
17� 626

p
626)

2



= 1
15 (586249

p
626� 391

p
17):

¬) u=z2 ise du=2zdz olur. Yeni integral s¬n¬rlar¬ise
u=0 ve u=27

4 olur. O halde:

I =
R 3p3=2
0

z3

(4z2+9)3=2
dz = 1

2

R 27
4

0
u

(4u+9)3=2
dz

Şimdi s= 4u+9 ise ds=4du olur. Yeni integral s¬n¬rlar¬
s=9 ve s= 36 olur. O halde:

I = 1
2

R 27
4

0
u

(4u+9)3=2
dz = 1

8

R 36
9

s�9
4s3=2

ds

= 1
32

R 36
9

1
s1=2

ds� 9
32

R 36
9

1
s3=2

ds

=
p
s

16 j
36
9 � 9

16
p
s
j369 = 3

16 �
3
32 =

3
32

j) u=1+sinx ise du=cosxdx olur. O halde:

I =
R

cos �
1+sin �d� =

R
1
udu = ln(u)+C, C: sabit

= ln(1 + sinx)+C

k) x4

x4�1 ifadesini basit kesirlere ay¬r¬rsak:

x4

x4�1 = �
1
2

1
x2+1 �

1
4

1
x+1 +

1
4

1
x�1 + 1 elde edilir.

O halde:

I =
R

x4

x4�1dx =
R
(� 1

2
1

x2+1 �
1
4

1
x+1 +

1
4

1
x�1 + 1)dx

= � 1
2

R
1

x2+1dx�
1
4

R
1

x+1dx+
1
4

R
1

x�1dx+
R
dx

= � 1
2 arctanx�

1
4 ln(x+ 1) +

1
4 ln(x� 1) + x+C; C: Sabit

m) u=x4 ise du=4x3dx olur. Yeni integral s¬n¬rlar¬ise
u=16 ve u=625 olur. O halde:

I =
R 5
2

p
1 + x4x7dx = 1

4

R 625
16

u
p
1 + udu

Şimdi s= u+1 ise ds=du olur. Yeni integral s¬n¬rlar¬
s=17 ve s= 626 olur. O halde:

I = 1
4

R 626
17
(s� 1)

p
sds = 1

4

R 626
17

s3=2ds� 1
4

R 626
17

s1=2ds

= s5=2

10 j
626
17 � s3=2

6 j
626
17

= 1
10 (391876

p
626 + 1

6 (17
p
17� 626

p
626)

3



= 1
15 (586249

p
626� 391

p
17):

n) x4

x4�1 ifadesini basit kesirlere ay¬r¬rsak:

x4

x4�1 = �
1
2

1
x2+1 �

1
4

1
x+1 +

1
4

1
x�1 + 1 elde edilir.

O halde:

I =
R

x4

x4�1dx =
R
(� 1

2
1

x2+1 �
1
4

1
x+1 +

1
4

1
x�1 + 1)dx

= � 1
2

R
1

x2+1dx�
1
4

R
1

x+1dx+
1
4

R
1

x�1dx+
R
dx

= � 1
2 arctanx�

1
4 ln(x+ 1) +

1
4 ln(x� 1) + x+C; C: Sabit

2. Aşa¼g¬daki genelleştirilmi̧s integralleri hesaplay¬n¬z.

a.

0Z
�1

xexdx

b.

�=2Z
0

secxdx

Çözüm: a. u = x; dv =
exdx )
du = dx;
v = ex

ile k¬smi
integrasyon

0Z
�1

xexdx = lim
c!�1

0Z
c

xexdx

= lim
c!�1

0@[exx]0c � 0Z
c

exdx

1A
= lim

c!�1

�
�ecc� [ex]0c

�
= lim

c!�1
(�ecc� [1� ec])

= lim
c!�1

(ec(1� c)� 1)

lim
c!�1

ec(1� c) limitini inceleyelim:

lim
c!�1

ec(1� c) 0:1= lim
c!�1

(1� c)
e�c

1
1 ;L0hopital

= lim
c!�1

�1
�e�c

= lim
c!�1

ec

=0

oldu¼gundan

0Z
�1

xexdx = lim
c!�1

(ec(1� c)� 1) = lim
c!�1

ec(1� c)� lim
c!�1

1 = 0� 1 = �1

4



dir.

b. ·Integral x = �
2 �de dikey asimtota sahiptir ve (0;

�
2 ) aral¬¼g¬nda süreklidir.

�=2Z
0

secxdx = lim
c!�

2
�

cZ
0

secxdx

= lim
c!�

2
�
[ln(jsecx+ tanxj)]c0

= lim
c!�

2
�
[ln(jsec c+ tan cj)� ln(1 + 0)]

=1

3. Aşa¼g¬daki integrallerin yak¬nsakl¬¼g¬n¬veya ¬raksakl¬¼g¬n¬araşt¬r¬n¬z.

a.

1Z
1

1
x+e2x dx b.

1Z
1

p
1+
p
xp

x
dx

Çözüm: a. f(x) = 1
x+e2x fonksiyonu [1;1) aral¬¼g¬nda sürekli ve her x � 1

için

e2x � x+ e2x ) 1

x+ e2x
� 1

e2x

dir.

1Z
1

1
e2x dx integralini inceleyelim.

1Z
1

1

e2x
dx = lim

c!1

cZ
1

1

e2x
dx

= lim
c!1

�
e�2x

�2

�c
1

= lim
c!1

(
e�2c

�2 +
e�2

2
)

=
e�2

2

oldu¼gundan

1Z
1

1
e2x dx integrali yak¬nsakt¬r. O halde karş¬laşt¬rma testinden

1Z
1

1
x+e2x dx integrali de yak¬nsakt¬r.

b. f(x) =
p
1+
p
xp

x
fonksiyonu [1;1) aral¬¼g¬nda sürekli ve her x � 1 için

1 �
q
1 +

p
x) 1p

x
�
p
1 +

p
xp

x

5



dir.

1Z
1

1p
x
dx integrali ¬raksakt¬r çünkü

1Z
1

1
xp dx integrali p � 1 için ¬raksar.

O halde karş¬laşt¬rma testinden

1Z
1

p
1+
p
xp

x
dx integrali de ¬raksakt¬r.

Ayr¬ca

1Z
1

p
1+
p
xp

x
dx integralin de¼gerini do¼grudan hesaplayarak da integralin

yak¬nsak ya da ¬raksak oldu¼gunu bulabiliriz.

1Z
1

p
1 +

p
xp

x
dx = lim

c!1

cZ
1

p
1 +

p
xp

x
dx

�
= lim
c!1

p
cZ

1

2
p
1 + udu

��
= lim
c!1

p
c+1Z
2

2
p
vdv

= lim
c!1

�
4

3
y3=2

�pc+1
2

= lim
c!1

�
4

3
(
p
c+ 1)3=2 � 4

3
23=2

�
=1

oldu¼gundan

1Z
1

p
1+
p
xp

x
dx integrali ¬raksakt¬r.

(*) u =
p
x de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬lm¬̧st¬r.

(**) v = 1 + u de¼gi̧sken de¼gi̧stirmesi yap¬lm¬̧st¬r.

4. y = 2x ve y = 5x e¼grileri ile x = �1 ve x = 2 do¼grular¬ile s¬n¬rl¬bölgenin
alan¬n¬hesaplay¬n¬z.
Çözüm:

6



A =

Z 2

�1
j5x � 2xj dx

=

Z 0

�1
(2x � 5x) dx+

Z 2

0

(5x � 2x) dx

=

�
2x

ln 2
� 5x

ln 5

�0
�1
+

�
5x

ln 5
� 2x

ln 2

�2
0

=
1

ln 2
� 1

ln 5
� 2

�1

ln 2
+
5�1

ln 5
+
25

ln 5
� 4

ln 2
� 1

ln 5
+

1

ln 2

=
116

5 ln 5
� 5

2 ln 2

5. y = x ve y = x2 e¼grelileri aras¬nda kalan bölgenin x = 3 do¼grusu etraf¬nda
döndürülmesi ile oluşan cismin hacmini hesaplay¬n¬z.
Çözüm:

7



y = x ile y = x2 e¼grileri (0; 0) ve (1; 1) noktalar¬nda kesi̧sir.

8



V =

1Z
0

�
�
(y � 3)2 � (py � 3)2

�
dy

=

1Z
0

�
�
y2 � 6y + 9� y + 6py � 9

�
dy

=

1Z
0

�
�
y2 � 7y + 6py

�
dy

= �

�
y3

3
� 7y

2

2
+ 4y3=2

�1
0

=
5

6
�

6) x(t) = et sin t, y(t) = et cos t ile verilen e¼grinin t = 0 dan t = � ye kadar
olan k¬sm¬n¬n uzunlu¼gunu hesaplay¬n¬z?

Çözüm: dx
dt = e

t(sin t+ cos t), dydt = e
t(cos t� sin t)

9



L =

Z �

0

s�
dx

dt

�2
+

�
dy

dt

�2
dt =

Z �

0

et
p
(sin t+ cos t)2 + (cos t� sin t)2 dt

=

Z �

0

et
q
2(sin2 t+ cos2 t) dt =

p
2

Z �

0

et dt =
p
2(e� � 1)

7) y = e3x e¼grisinin x-ekseni etraf¬nda çevrilmesi ile oluşan yüzeyin alan¬n¬
hesaplay¬n¬z.

Çözüm: dy
dx = 3e

3x,

A = 2�

Z b

a

y

s
1 +

�
dy

dx

�2
dx = 2�

Z b

a

e3x
p
1 + (3e3x)2 dx

u = 3e3x

du = 9e3xdx

=
2�

9

Z 3e3b

3e3a

p
1 + u2 du

=
2�

9

0@ up1 + u2
2

+
1

2
log(u+

p
1 + u2)

�����
3e3b

3e3a

1A

10



8) r = 1+cos � e¼grisinin d¬̧s¬nda ve r = 3 cos � e¼grisinin içinde kalan bölgenin
alan¬n¬hesaplay¬n¬z.

Çözüm: 1 + cos � = 3 cos � ) cos � = 1
2 ) � = �

3 ; �
�
3

A = 1
2

�=3Z
��=3

((r1)
2 � (r2)2)d�

= 1
2

�=3Z
��=3

((3 cos �)2 � (1 + cos �)2)d�

= 1
2

�=3Z
��=3

(8 cos2 � � 2 cos � � 1)d�

cos2 � = 1+cos 2�
2

= 1
2

�=3Z
��=3

(4 + 4 cos 2� � 2 cos � � 1)d�

=

�=3Z
��=3

( 32 + 2 cos 2� � cos �)d�

=
�
3�
2 + sin 2� � sin �

��=3
��=3

= � +
p
3�

p
3

= �

11



9) Aşa¼g¬daki dizilerin yak¬nsak veya ¬raksak olup olmad¬klar¬n¬belir-
leyiniz. Yak¬nsak ise limitini bulunuz.

a)
n
lognp
n

o1
n=1

b)
n
2n+1+en+1

2n+en

o1
n=1

Çözüm:
a)f(x) = log xp

x
sürekli fonsiyon olsun. f(n) = an =

lognp
n
; her n � 1 için.

limx!1
log xp
x

L0Hopital
= limx!1

1
x
1

2
p
x

= limx!1
2p
x
= 0

O halde
n
lognp
n

o1
n=1

yak¬nsakt¬r.

b) limn!1
2n+1+en+1

2n+en = limn!1
en+1[( 2e )

n+1+1]

en[( 2e )
n+1]

= limn!1 e
( 2e )

n+1+1

( 2e )
n+1

= e

O halde dizi yak¬nsakt¬r.

10) E¼ger
1P
n=1

an yak¬nsak ise lim
n!1

an = 0 oldu¼gunu gösteriniz.

Çözüm: Sk = a1 + :::+ ak olmak üzere fSkg serinin k¬smi toplamlar dizisi
olsun.Öyleyse,

1P
n=1

an yak¬nsak oldu¼gundan lim
k!1

Sk = S olmak üzere limit mev-

cuttur. Ayr¬ca ak = Sk � Sk�1 yaz¬labilir. O halde;
lim
k!1

ak = lim
k!1

(Sk � Sk�1)

= lim
k!1

Sk � lim
k!1

Sk�1

= S � S
= 0:

11) Aşa¼g¬daki serilerin karakterlerini belirleyiniz.

a.
1P
n=3

1

n
p
ln(n)

b.
1P
n=1

2n

1+3n c.
1P
n=1

1p
n3+1

d.
1P
n=1

1
1+
p
n

Çözüm:
a) ·Intergral testini kullanal¬m. f(x) = 1

x
p
ln(x)

olarak al¬n¬rsa fonksiyon

[3;1) aral¬¼g¬nda sürekli, pozitif ve f 0(x) = � 2 ln x+1

2x2(ln x)
3
2
< 0 olup azalan , n =

3; 4; 5; ::: için ise f(n) = an dir. Öyleyse,
1Z
3

1

x
p
ln(x)

dx =

1Z
ln 3

dup
u
= lim

t!1

tZ
ln 3

dup
u
= lim

t!1
(2
p
t� 2

p
ln 3) =1

olup, integral ¬raksak oldu¼gundan
1P
n=3

1

n
p
ln(n)

serisi ¬raksakt¬r.

b) Karş¬laşt¬rma testini kullanal¬m. n = 1; 2; 3; ::: için

3n + 1 > 3n

1

3n + 1
<

1

3n

2n

3n + 1
<

2n

3n
=)

1X
n=1

2n

3n + 1
<

1X
n=1

�
2

3

�n

12



olup
1P
n=1

�
2
3

�n
serisi geometrik seri olup, r = 2

3 < 1 oldu¼gundan yak¬nsakt¬r.

Öyleyse, karş¬laşt¬rma testinden
1P
n=1

2n

3n+1 de yak¬nsakt¬r.

c) Karş¬laşt¬rma testini kullanal¬m. n = 1; 2; 3; ::: için

n3 + 1 > n3

1

n3 + 1
<

1

n3

1p
n3 + 1

<
1p
n3

=)
1X
n=1

1p
n3 + 1

<
1X
n=1

1

n
3
2

olup p = 3
2 > 1 oldu¼gundan

1P
n=1

1

n
3
2
serisi yak¬nsakt¬r. Karş¬laşt¬rma testinden

1P
n=1

1p
n3+1

serisi de yak¬nsakt¬r.

d) Limit karş¬laşt¬rma testini kullanal¬m. an = 1
1+
p
n
ve bn = 1p

n
olsun.

Öyleyse,

lim
n!1

an
bn
= lim

n!1

1
1+
p
n

1p
n

= lim
n!1

p
np

n+ 1

f(x) =
p
xp
x+1

olsun. f(n) =
p
np
n+1

, her n = 1; 2; 3:::

lim
x!1

p
xp

x+ 1

1
1L:H
= lim

x!1

1
2
p
x

1
2
p
x

= 1 <1 (1)

oldu¼gundan, limit karş¬laşt¬rma testi gere¼gince an ve bn nin karakterleri ayn¬d¬r.
1P
n=1

1p
n
serisi p = 1

2 < 1 oldu¼gundan ¬raksak olup
1P
n=1

1p
n+1

serisi de ¬raksakt¬r.

12.
1X
n=0

���� (�1)n2nnnn!

���� serisi yak¬nsak ise verilen seri mutlak yak¬nsakt¬r.Oran
testini uygularsak,

Çözüm:

lim
n!1

����an+1an

���� = lim
n!1

����2n+1(n+ 1)n+1n+ 1!

n!

2nnn

���� = 2 limn!1

�����n+ 1n
�n���� = 2e > 1

olup seri ¬raksakt¬r.Bu durumda verilen seri mutlak yak¬nsak de¼gildir.

13. arctanx fonksiyonunun a = 0 noktas¬ndaki kuvvet serisini bulunuz.
Çözüm: f(x) = arctanx fonksiyonunu Mclaurine serisine açal¬m.Biliyoruz

ki ,

1

1� x =
1X
n=0

xn; jxj < 1

13



Bu eşitli¼gin gerçeklendi¼gi aral¬kta ( yani serinin yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬nda) x yerine
�x yazarsak, j�xj = jxj < 1 olaca¼g¬ndan,

1

1 + x
=

1X
n=0

(�1)nxn; jxj < 1

yaz¬labilir.Şimdi son ifadede x yerine x2 yaz¬l¬rsa ise jxj < 1 için
��x2�� < 1

olaca¼g¬ndan

1

1 + x2
=

1X
n=0

(�1)nx2n ;
��x2�� < 1

yaz¬labilir.Şimdi de terim terime integral al¬n¬rsa ,Z
1

1 + x
dx =

Z 1X
n=0

(�1)nx2ndx;
��x2�� < 1

Sonuç olarak

arctanx =
1X
n=0

(�1)n x
2n+1

2n+ 1
+ C ;

��x2�� < 1
Son olarak ise x=0 diyerek integral sabiti 0 olarak bulunur.

arctanx =

1X
n=0

(�1)n x
2n+1

2n+ 1
;
��x2�� < 1

Dikkat edilmelidir ki, bu eşitlik sadece
��x2�� < 1 yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬nda gerçek-

lenir.Çünkü yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬d¬̧s¬ndaki de¼gerler için seri ¬raksak olup eşitlik
gerçeklenmez.
14) a) f(x) = lnx fonksiyonunu a = 1 komşulu¼gunda Taylor serisine aç¬n¬z.
b) Elde etti¼giniz serinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬n¬ve aral¬¼g¬n¬bulunuz.
Çözüm:.a)f(x) = lnx sonksiyonun a = 1 noktas¬nda taylor serisine açal¬m.

f(x) =
1X
n=0

f (k)(a):(x� a)k
k!

= f(a)+f 0(a)(x�a)+f
00
(a)(x� a)2
2!

+::: (Taylor Seri Aç¬l¬m¬)

f(x) = lnx ve a = 1 olmak üzere

lnx = f(1) + f 0(1)(x� 1) + f
00(1)(x� 1)2

2!
+ :::

f(x) = lnx f(1) = 0

f 0(x) =
1

x
f
0
(1) = 1

f 00(x) = �1: 1
x2

f 00(1) = �1
f 000(x) = 1:2:x�3 f 000(1) = 2

f (4)(x) = �1:2:3x�4 f (4)(1) = �6
: :
: :
: :

f (n)(x) = (n� 1)!(�1)n�1x�n f (n)(1) = (n� 1)!(�1)n�1

14



Bu durumda taylor serisine açarsak;

lnx =
1X
n=1

f (n)(1)(x� 1)n
n!

=
1X
n=1

(�1)n�1(x� 1)n
n

Bu eşitlik serinin sadece yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬nda gerçeklenir.Yani her x için do¼gru
de¼gildir.
b) Şimdi yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬n¬ yani bu eşitli¼gin gerçeklendi¼gi aral¬¼g¬ bu-

lal¬m.Oran testinden;

lim
n!1

����an+1an

���� < 1
iken yak¬nsak oldu¼gunu biliyoruz. Öyleyse,

lim
n!1

����an+1an

���� = lim
n!1

���� (�1)n(x� 1)n+1n+ 1

n

(x� 1)n:(�1)n�1

����
= lim

n!1

���� (x� 1)nn+ 1

���� = lim
n!1

���� (x� 1)1 + 1
n

����
= jx� 1j < 1

olup yak¬nsakl¬k aral¬¼g¬0 < x < 2 olaak bulunur.Şimdi ise uç noktalar¬inceleye-
lim:

x = 0)
1X
n=1

(�1)
n

seri harmonik seri olup ¬raksakt¬r.

x = 2)
1X
n=1

(�1)n�1
n

serisini elde ederiz.Alterne seri testinden yak¬nsakt¬r.Dolay¬s¬yla yak¬nsakl¬k ar-
al¬¼g¬

0 < x � 2
olur.
15. Her x 2 [�0:3; 0:3] için, sinx fonskiyonu x � x3

3! polinomu ile yaklaş¬k
olarak hesaplanmak isteniyor. Yap¬labilecek maksimum hata nedir? sin(10�) yi
yaklaş¬k olarak, en az beş basamak do¼gru olacak şekilde hesaplay¬n¬z.

Çözüm: n. basamaktan aç¬lan bir Taylor serisinin hata pay¬x ile a aras¬nda
yer alan en az bir c için

Rn(x) =
f (n+1)(c)(x� a)n+1

(n+ 1)!

d¬r. f(x) = sinx fonksiyonunu a = 0 civar¬nda 3. basamaktan taylor serisini

açarsak x� x
3

3!
polinomunu kullanm¬̧s oluruz. O halde

sinx =
1X
n=0

(�1)nx2n+1
(2n+ 1)!

= x� x
3

3!
+R3(x)

15



öyle ki fn(x) = sin(x+ n�
2 ) olmak üzere

R3(x) =
f
4

(c)x4

4!
=
sin(c)x4

4!

yaz¬labilir. Yani bu hatay¬8x 2 [�0:3; 0:3] için maximize etmek istiyoruz. Bu
noktada c x ile 0 aras¬nda oldu¼gundan x e ba¼gl¬de¼gi̧sti¼gini gözlemlenerek

R
0

3(x) = sin(x)
x3

(3)!
= 0) x = 0

yaz¬labilir. Öyleyse kritik noktalar ve de¼gerleri

x = �0:3) R
0

3(�0:3) = sin(�0:3)
(�0:3)3
3!

= 1: 350 0� 10�3

x = 0) R
0

3(0) = 0

x = 0:3) R
0

3(0:3) = sin(0:3)
(0:3)3

3!
= 1: 329 8� 10�3

olup maximumunu ald¬¼g¬noktan¬n x = �0:3 oldu¼gu görülebilir. Bu durumda
alaca¼g¬maximum hata

max
x2[�0:3;0:3]

R3(x) = 1: 350 0� 10�3

olur. Şimdi sin
�
�
18

�
en az 5 basamak do¼gru olacak şekil hesaplayal¬m.Öyleyse

hatam¬z 10�6 dan küçük olmal¬d¬r ki hata 6. basamaktan sonra başlas¬n.

Rn(x) �M
jx� ajn+1

(n+ 1)!

olup ��fn+1(x)�� = jsinxj � 1 =M
oldu¼gundan a = 0 ve x = �

18 = 0:174 53 2 [�0:3; 0:3] oldu¼gundan hata maximum
de¼gerini x = �0:3 da al¬p

j�0:3jn+1

(n+ 1)!
� 10�6

eşitsizli¼gini sa¼glayacak n yi ar¬yoruz. Öyleyse

3:10�n � 10�7(n+ 1)!) n � 7

olmal¬d¬r.Sonuç olarak ise

sin
� �
18

�
=

7X
n=0

(�1)n
�
�
18

�2n+1
(2n+ 1)!

= 0:173 64

olarak bulunur. Gerçek de¼ger ise sin
�
�
18

�
= 0:17364817766

16. f(x; y; z) = 1p
16�x2�y2�z2

fonksiyonunun tan¬m ve görüntü kümesini

bulunuz.
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Çözüm:
16� x2 � y2 � z2 > 0 ise x2 + y2 + z2 < 16 olmal¬.
O halde tan¬m kümesi
TK = f(x; y; z) 2 R2 : x2 + y2 + z2 < 16g0d¬r.p
16� x2 � y2 � z2 > 0 oldu¼gundan f(x; y; z) > 0:

Öte taraftan x2 + y2 + z2 s¬n¬ra yaklaş¬rken
p
16� x2 � y2 � z2 ! 0 ve

f(x; y; z)!1 olur. Öyleyse DK = (0;1) olur.

17. g(x; y) fonksiyonu aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬yor:

g(x; y) =

8<:
x2y
x4+y2 ; (x; y) 6= (0; 0)

0 ; (x; y) = (0; 0)

g fonksiyonunun sürekli oldu¼gu bölgeyi belirleyiniz.

Çözüm:

(x; y) 6= (0; 0) iken g(x; y) = x2y
x4+y2 fonksiyon olup, tan¬m kümesiR

2�f(0; 0)g
olup tan¬m kümesi üzerinde süreklidir. Şimdi (x; y) = (0; 0) noktas¬nda
süreklili¼gini araşt¬ral¬m:
E¼ger x = rcos(�); y = rsin(�) al¬n¬rsa

g(r; �) = r3 cos2(�) sin(�)
r4 cos4(�)+r2 sin4(�)

= r cos2(�) sin(�)
r2 cos4(�)+sin4(�)

olup,
r !1 iken olup g(r; �)! 00d¬r.

E¼ger y = x2 al¬n¬rsa
g(x; y) = x2x2

x4+(x2)2 =
x4

x4+x4 =
1
2 olup, (x; y)! (0; 0) iken g(x; y)! 1

2 olur.
O halde (0; 0) noktas¬nda limit mevcut olmd¬¼g¬ndan (0; 0) noktas¬nda sürekli

de¼gildir.

18. g(x; y) fonksiyonu aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬yor:

g(x; y) =

8<:
x2y4

x4+y4 ; (x; y) 6= (0; 0)

0 ; (x; y) = (0; 0)

g fonksiyonunun sürekli oldu¼gu bölgeyi belirleyiniz.

Çözüm:
(x; y) 6= (0; 0) iken g(x; y) = x2y4

x4+y4 rasyonel bir fonksiyon ve tan¬m kümesi
R2 � f(0; 0)g olup, tan¬m kümesi üzerinde süreklidir.
Şimdi (x; y) = (0; 0) noktas¬nda süreklili¼gini araşt¬ral¬m:

E¼gerx = rcos(�); y = rsin(�) al¬n¬rsa g(r; �) = r2 cos2(�) sin4(�)
cos4(�)+sin4(�)

olup,
r ! 0 iken (x; y)! (0; 0) olup g(r; �)! 00d¬r.
Fakat bu limitin s¬f¬r oldu¼gunu garantilemez bu yüzden iddiam¬z¬¬spatla-

mal¬y¬z.
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8� > 0 için 9� > 0 say¬s¬belirlemek gerekir, öyleki
j(x; y)� (0; 0)j < � iken jg(x; y)� 0j < � oldu¼gunu göstermeliyiz.
j(x; y)� (0; 0)j < � olsun. Bu durumda x2 + y2 < � yaz¬labilir.
jg(x; y)� 0j = jg(x; y)j = j x

2y4

x4+y4 j � j
x2(x4+y4)
x4+y4 j � jx2j � jx2 + y2j < �

O halde � = � seçersek ispat tamamlanm¬̧s olur.
Bu ise (x; y)! (0; 0) iken g(x; y)! 0 oldu¼gunu garantiler.
Öte taraftan g(0; 0) = 0 oldu¼gundan süreklilik tan¬m¬gere¼gi verilen fonksiyon

R2 de süreklidir.
19) h(x; y) =

p
x+ 3ey�2 fonksiyonu verilsin:

a) (1; 2; 2) noktas¬nda yüzeye te¼get olan düzlemin denklemini bulunuz.

b) Diferansiyeli kullanarak
p
3:99e2:02 say¬s¬n¬yaklaş¬k olarak hesaplay¬n¬z.

Çözüm:
a) h(1; 2) =

p
4e0 = 2; hx =

1
2
p
x+3

ey�2; hy =
p
x+ 3ey�2

=) hx (1; 2) =
1
4 ; hy(1; 2) = 2

z � z0 = hx(1; 2)(x� x0) + hy(1; 2)(y � y0)

=) z � 2 = 1
4 (x� 1) + 2(y � 2) =) x+ 8y � 4z � 5 = 0

b) a = 4 ve b = 2 al¬rsak, dx = �0:01 ve dy = 0:02 olur ve fonksiyonu da
f(x; y) =

p
xey seçebiliriz.

Bu yüzden fx = 1
2
p
x
ey; fy =

p
xey olur.

O halde; f(4; 2) = 2e2; fx(4; 2) = 1
4e
2 ve fy(4; 2) = 2e2 olmuş olur.

p
3:99e2:02 = f(4� 0:01; 2 + 0:02) ' f(4; 2) + fx(4; 2)dx+ fy(4; 2)dy

= 2e2 + 1
4e
2(�0:01) + 2e2(0:02) = 8:15

4 e
2

20) Aşa¼g¬daki k¬smi türevleri bulunuz.

a) E¼ger w = xy2z3; x = 3
p
st; y = sin 2t; z = s+ln(t+s) ise; @w@s ;

@w
@t �yi bulunuz.

b) E¼ger xey + xz + zey = 17 ise; @z@x ve
@2z
@z2 ifadelerini bulunuz.

Çözüm:
a) @w

@s = wxxs + wyys + wzzs = y
2z3 3t

2
p
st
+ 0 + 3xy2z2(1 + 1

t+s )

= (sin 2t)
2
(s+ ln(t+ s))3 3t

2
p
st
+ 3:3

p
st (sin 2t)

2
(s+ ln (s+ t))2

�
1 + 1

t+s

�
@w
@t = wxxt + wyyt + wzzt = y

2z3 3s
2
p
st
+ 2xyz3:2 cos 2t+ 3xy2z2: 1

t+s

= (sin 2t)
2
(s+ ln(t+ s))

3 3s
2
p
st
+2:3

p
st (sin 2t) (s+ ln(t+ s))

3
:2 cos 2t+3:3

p
st

(sin 2t)
2
(s+ ln(t+ s))

2 1
t+s

18



b) ey + z + x @z@x +
@z
@xe

y = 0 =) @z
@x = zx =

�z�ey
x+ey

@2z
@z2 =

@
@x

�
�z�ey
x+ey

�
= �zx(x+ey)�(�z�ey):1

(x+ey)2
= 2 z+ey

(x+ey)2

21) h(x; y) =
p
x+ 1 ln(y � 2) fonksiyonunun (3; 3) noktas¬nda, a = 3i� 4j

vektörü yönündeki yönlü türevini bulunuz. (Yani Duh(3; 3)�i hesaplay¬n¬z.)

Çözüm:
hx =

1
2
p
x+1

ln(y�2); hy =
p
x+1
y�2 =) �!rh j(3;3)= 0i+2j ve �!u =

�!a
j�!a j =

3
5 i�

4
5j

Duh(3; 3) =
�!rh j(3;3) ��!u = �8

5
22) f(x; y) = x2 + y2 + xy2 + 1 fonksiyonunun ekstremum de¼gerlerini bu-

lunuz. (maksimum, minimum ve semer noktalar¬n¬belirleyiniz).

Çözüm:
fx = 2x+ y

2; fxx = 2; fy = 2y + 2xy; fxy = 2y; fyx = 2y�
fx=0
fy=0

�
=)

�
2x+y2=0
2y(1+x)=0

�
=) K:N : (0; 0); (�1;

p
2); (�1;�

p
2)

D(x; y) = fxx j(x;y) :fyy j(x;y) �
�
fxy j(x;y) :fyx j(x;y)

�
=)
(0; 0) noktas¬nda D(0; 0) = 2:2 � 0 = 4 > 0 ve fxx = 2 > 0 oldu¼gundan
(0; 0) noktas¬yerel minimum noktas¬ve fonksiyonun yerel minimum de¼geri ise
f(0; 0) = 1 olur.

(�1;
p
2) noktas¬nda D(�1;

p
2) = 2:(2 � 2) � 8 = �8 < 0 =) bu nokta

semer noktas¬olur.

(�1;�
p
2) noktas¬nda D(�1;

p
2) = 2:(2 � 2) � 8 = �8 < 0 =) bu nokta

semer noktas¬olur.

23) z =
p
x2 + y2 yüzeyi üzerinde bulunan ve (3; 2; 0) noktas¬na en yak¬n

olan noktay¬bulunuz.
Çözüm: Uzayda herhangi bir (x; y; z) noktas¬n¬n (3; 2; 0) noktas¬na uzakl¬¼g¬

için d2 = (x� 3)2 + (y � 2)2 + z2 dir. (x; y; z) noktas¬z =
p
x2 + y2 yüzeyinde

oldu¼gundan d2 = (x� 3)2 + (y� 2)2 + x2 + y2 = 2x2 + 2y2 � 6x� 4y+ 13 olur.
f(x; y) = d2 dersek :

fx = 4x� 6 = 0 =) x =
2

3
, fy = 4y � 4 = 0 =) y = 1

Demek ki
�
2

3
; 1

�
tek kritik nokta.

fxx = 4, fyy = 4, fxy = 0 =) D(a; b) = 4:4� 02 = 16.

D

�
2

3
; 1

�
= 16 > 0 ve fxx

�
2

3
; 1

�
= 4 > 0 =)

�
2

3
; 1

�
yerel min.

O halde, z =
p
x2 + y2 yüzeyinde (3; 2; 0) noktas¬na en yak¬n nokta
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0@2
3
; 1;

s�
2

3

�2
+ 1

1A =

 
2

3
; 1;

p
13

3

!
noktas¬d¬r.
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24) Türev yard¬m¬ile x2y2z = 1 yüzeyi üzerinde bulunan ve orijine en yak¬n
olan noktay¬bulunuz.
Çözüm: Herhangi bir (x; y; z) noktas¬n¬n orijine uzakl¬¼g¬için d2 = x2+y2+

z2 dir.

x2y2z = 1 =) z =
1

x2y2
=) d2 = x2 + y2 +

1

x4y4
. f(x; y) = d2 için

fx = 2x�
4

x5y4
= 0 =) x6y4 = 2 , fy = 2y �

4

x4y5
= 0 =) x4y6 = 2

Buradan x = � 10
p
2 ve y = � 10

p
2 bulunur.

fxx = 2 +
20

x6y4
, fyy = 2 +

20

x4y6
, fxy =

16

x5y5

D
�
� 10
p
2;� 10

p
2
�
= (2 + 10)(2 + 10)� (8)2 = 80 > 0

ve fxx
�
� 10
p
2;� 10

p
2
�
= 12 > 0 =)

�
� 10
p
2;� 10

p
2
�
yerel min.

O halde, x2y2z = 1 yüzeyinde orijine en yak¬n noktalar:
�
� 10
p
2;� 10

p
2; 3
p
32
�

21



25) f(x; y) = x2y fonksiyonunun x2 + y2 = 1 üzerindeki maksimum ve
minimum de¼gerlerini bulunuz.
Çözüm: f(x; y) = x2y =) rf = (fx; fy) = (2xy; x2)

g(x; y) = x2 + y2 � 1 =) rg = (gx; gy) = (2x; 2y)

f = �rg =) 2xy = 2x� ve x2 = 2y�

� x = 0 olursa birinci eşitlik sa¼glan¬r ve ikinci eşitlikten y = 0 ya da � = 0
olur. Şayet y = 0 ise x2 + y2 = 1 ile çeli̧sir. � = 0 ise iki eşitlikte sa¼glan¬r
ve x2 + y2 = 1 eşitli¼ginden y = �

p
1 = �1 bulunur.

� x 6= 0 ise y = � bulunur. ·Ikinci eşitlikten x2 = 2�2 olur.
x2 + y2 = 1 =) 2�2 + �2 = 1 =) � = � 1p

3

� =
1p
3
=) y =

1p
3
; x = �

p
2p
3

� =
�1p
3
=) y =

�1p
3
; x = �

p
2p
3

f

 
�
p
2p
3
;
1p
3

!
=

2

3
p
3
maks.

f

 
�
p
2p
3
;
�1p
3

!
=
�2
3
p
3
min.

f (0;�1) = 0 elde edilir.
26) : f(x; y) = e�xy fonksiyonun x2 + 4y2 � 1 bölgesindeki mutlak maksi-

mum ve minimum de¼gerlerini bulunuz.
Çözüm:
Verilen bölge elips olup kapal¬ve s¬n¬rl¬d¬r.Ayr¬ca f fonksiyonu bu bölgede

süreklidir.
Bu durumda mutlak ekstrememum noktalar¬n¬bulmak için fonksiyonun iç

ve s¬n¬r noktalar¬ndaki ekstremumlar¬n¬bulmam¬z gerekmektedir.
1.·Iç noktalar¬inceleyelim
fx = �ye�xy = 0
! y = 0

fy = �xe�xy = 0
! x = 0
buluruz.Bu da bize (x,y)=(0,0) verir ve f �nin de¼geri
f(0; 0) = 1
olur.
Bu durumda fonksiyon elipsin iç noktas¬nda bir tane ekstremum noktas¬

vard¬r o da

f(0; 0) = 1
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noktas¬d¬r.
2.S¬n¬r Noktalar¬ndaki ekstremum noktalar¬n¬inceleyelim.
Bu elipsin s¬n¬r noktalar¬,
x2 + 4y2 = 1
f(x; y) = e�xy ve g(x; y) = x2 + 4y2 � 1 olmak üzere

rf = �rg
x2 + 4y2 = 1

)
fx = �gx
fy = �gy

x2 + 4y2 = 1

Yani;

�ye�xy = �2x (2)

�xe�xy = �8y (3)

x2 + 4y2 = 1 (4)

(2) denklemini x ile,(3) denklemini y ile çarparsak:

�xye�xy = �2x2 (5)

�xye�xy = �8y2 (6)

(5) ve (6) denklemlerinden 2�(x2 � 4y2) = 0 elde edilir. O halde;

� = 0 (7)

veya
x2 = 4y2 (8)

olmal¬d¬r. (4) ve (8) denklemlerinden
2x2 = 1) x = � 1p

2
ve y = � 1

2
p
2
elde edilir.

E¼ger � = 0 ise x = 0 ve y = 0 fakat 02 + 4:02 6= 1 olaca¼g¬ndan � 6= 0 olmak
zorundad¬r.
Sonuç olarak;
f( 1p

2
; 1
2
p
2
) = e�1=4 < 1

f(� 1p
2
; 1
2
p
2
) = e1=4 > 1

f( 1p
2
;� 1

2
p
2
) = e1=4 > 1

f(� 1p
2
;� 1

2
p
2
) = e�1=4 < 1

oldu¼gundan (� 1p
2
; 1
2
p
2
) ve ( 1p

2
;� 1

2
p
2
) mutlak maksimum, ( 1p

2
; 1
2
p
2
) ve

(� 1p
2
;� 1

2
p
2
) mutlak mininmumdur.

27)

1Z
0

1Z
0

y

1 + xy
:dxdy integralini hesaplay¬n¬z.

Çözüm:
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1Z
0

1Z
0

y

1 + xy
:dxdy

1 + xy = u) ydx = du
1Z
0

1+yZ
1

1

u
:dudy =

1Z
0

ln juj1+y1 dy

=

1Z
0

ln(1 + y)dy

1 + y = z olsun.) dy = dz

=

2Z
1

ln(z)dz

ln(z) = u; dz = dv olsun. ) dz

z
= du; z = v

= [ln(z)z]
2
1 �

2Z
1

dz

= 2 ln 2� 1

28) Yar¬çap¬ 3cm olan yar¬m kürenin
Z Z

integral yard¬m¬yla hacmini

hesaplay¬n¬z.
Çözüm:

V=

3Z
�3

2p9�x2Z
� 2p9�x2

2
p
9� x2 � y2:dydx

Bu soruyu çözebilmek için kutupsal koordinatlar¬kullanal¬m.

x = r:cos�
y = r:sin�
dxdy = rdrd�

Bu durumda,

V=

2�Z
0

3Z
0

2
p
9� r2:r:drd�

=

2�Z
0

(
(9� r2) 32

3
)j30d�

=

2�Z
0

27d�
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=54�

29)
8R
0

2R
3
p
y

ex
4

dxdy integralini hesaplay¬n¬z. (·Ipucu: ·Integrasyon bölgesini

çiziniz ve integral s¬ras¬n¬de¼gi̧stiriniz.)
Çözüm: D = f(x; y) : 0 � y � 8; 3

p
y � x � 2g = f(x; y) : 0 � x � 2; 0 �

y � x3g
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8Z
0

2Z
3
p
y

ex
4

dxdy =

2Z
0

x3Z
0

ex
4

dydx

=

2Z
0

ex
4

[y]
x3

0 dx

=

2Z
0

ex
4

x3dx

=
1

4

2Z
0

4ex
4

x3dx

=
1

4
[ex

4

]20 =
1

4
(e16 � 1)
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30) Yukar¬dan z = x2 + y2 paraboloidi ve aşa¼g¬dan xy�düzlemi üzerinde
bulnan ve s¬n¬rlar¬y = x; x = 0 ve x + y = 2 do¼grular¬olan üçgen bölge ile
s¬n¬rlanan bölgenin hacmini hesaplay¬n¬z.
Çözüm:
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Hacim =

1Z
0

2�yZ
y

(x2 + y2)dxdy

=

1Z
0

�
x3

3
+ xy2

�2�y
y

dy

=

1Z
0

�
(2� y)3
3

+ (2� y)y2 � y
3

3
� y3

�
dy

=

1Z
0

�
�8
3
y3 + 4y2 � 4y + 8

3

�
dy

=

�
� 8

12
y4 +

4

3
y3 � 2y2 + 8

3
y

�1
0

=
4

3

28



31) y =
p
x e¼grisi ile y = x � 2 ve y = �x do¼grular¬ile s¬n¬rlanan bölgeyi

çiziniz ve bu bölgenin alan¬n¬ ard¬̧s¬k iki katl¬ integral olarak ifade ediniz ve
integrali hesaplay¬n¬z.
Çözüm:

y =
p
x ile y = x� 2 e¼grisinin kesi̧sti¼gi noktay¬bulal¬m:p

x = x� 2) x = 4� 2x+ x2 ) x2 � 3x+ 4 = 0) x = 4 (x 6= �1; çünkü
y =

p
x oldu¼gundan x � 0 olmal¬d¬r.)

x = 4) y = 2 bulunur.
y = �x ile y = x� 2 e¼grisinin kesi̧sti¼gi noktay¬bulal¬m:
�x = x� 2) x = 1) y = �1 bulunur.
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Alan = A+B

=

2Z
y=0

y+2Z
x=y2

1dxdy +

0Z
y=�1

y+2Z
x=�y

1dxdy

=

2Z
0

[x]
y+2
y2 dy +

0Z
�1

[x]
y+2
�y dy

=

2Z
0

(y + 2� y2)dy +
0Z
�1

(y + 2 + y)dy

=

�
y2

2
+ 2y � y

3

3

�2
0

+
�
y2 + 2y

�0
�1

=
13

3

2.Yol:

y =
p
x ile y = x� 2 e¼grisinin kesi̧sti¼gi noktay¬bulal¬m:p

x = x� 2) x = 4� 2x+ x2 ) x2 � 3x+ 4 = 0) x = 4 (x 6= �1; çünkü
y =

p
x oldu¼gundan x � 0 olmal¬d¬r.)
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y = �x ile y = x� 2 e¼grisinin kesi̧sti¼gi noktay¬bulal¬m:
�x = x� 2) x = 1

Alan = A+B

=

1Z
x=0

p
xZ

y=�x

1dydx+

4Z
x=1

p
xZ

y=x�2

1dydx

=

1Z
0

[y]
p
x

�x dx+

4Z
1

[y]
p
x

x�2 dx

=

1Z
0

(
p
x+ x)dx+

4Z
1

(
p
x+ 2� x)dx

=

�
2x3=2

3
+
x2

2

�1
0

+

�
2x3=2

3
+ 2x� x

2

2

�4
1

=
13

3
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32) Aşa¼g¬daki integrali hesaplay¬n¬z. (·Ipucu: Kutupsal koordinatlara çe-
viriniz.)

1Z
0

p
1�y2Z

�
p
1�y2

ln(x2 + y2 + 1)dxdy:

Çözüm: ·Integrasyon bölgesi: D = f(x; y) : 0 � y � 1;�
p
1� y2 � x �p

1� y2g

D = f(x; y);�1 � x � 1; 0 � y �
p
1� x2g olarak ifade edilirse

1Z
0

p
1�y2Z

�
p
1�y2

ln(x2 + y2 + 1)dxdy =

1Z
x=�1

p
1�x2Z
y=0

ln(x2 + y2 + 1)dydx

x = r cos � ve y = r sin � olmak üzere dydx = rdrd� dir.
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1Z
x=�1

p
1�x2Z
y=0

ln(x2 + y2 + 1)dydx =

�Z
�=0

1Z
r=0

ln(r2 + 1)rdrd�

r2 + 1 = u ) 2rdr = du

=

�Z
0

2Z
1

1

2
ln(u)dud�

=

�Z
0

1

2
[u ln(u)� u]21 d�

=
1

2
[2 ln(2)� 2 + 1]

�Z
0

d�

= (ln(2)� 1
2
) [�]

�
0

= (ln(2)� 1
2
)�
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33) Üstten z = 9�x2� y2 paraboloidi ve alttan ise xy�düzlemindeki birim
çember ile s¬n¬rlanan kat¬cismin hacmini hesaplay¬n¬z.
Çözüm: ·Integrasyon bölgesi: D = f(x; y) : �1 � x � 1;�

p
1� x2 � y �p

1� x2g

x = r cos � ve y = r sin � olmak üzere dydx = rdrd� dir.

Hacim =

1Z
x=�1

p
1�x2Z

y=�
p
1�x2

(9� x2 � y2)dydx

=

1Z
r=0

2�Z
�=0

(9� r2)rd�dr

= 2�

1Z
0

(9r � r3)dr

= 2�

�
9

2
r2 � r

4

4

�1
0

=
17

2
�
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